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Aspectos histéricos das Geometrias ndo-euclidianas'

Antonio Carlos Carrera de Souza®

O rastreamento historico da elaboracdo das Geometrias ndo-Euclidianas nos
mostra, de forma clara e insofismavel, que a construgdo dos conhecimentos
matematicos é uma obra coletiva do saber humano que encontra formas I6gicas, novas,
engendradas a partir de antigas concepcoes.

Apontamos o fato de que as teorias relativas a construcdo das Geometrias nao-
Euclidianas, durante séculos, procuraram um caminho para demonstrar as questdes
relativas ao quinto postulado e a fragilidade da teoria de Euclides. Porém somente a
partir dos estudos de Lobatchevisk (1793—1856), Gauss (1777—1855) e Janos
Bolyai (1802—1860) — em meados do seculo XIX — € que encontramos uma nova
abordagem, isto é, partem da negacéo do quinto postulado? n&o para encontrar falhas
mas, para tentar construir outras geometrias, ditas entdo Geometrias ndo-Euclidianas,

que postulam questdes distintas em relacao as paralelas.
Aspectos histdricos

O quinto postulado, conforme o enunciado original de Euclides, no Livro | dos
"Elementos de Geometria", € o seguinte:

Se uma reta, ao incidir sobre outras duas, forma do mesmo lado &ngulos internos
menores cuja soma das medidas é menor que dois retos, as duas retas prolongadas ao
infinito se encontrar&o no lado em que estejam os angulos menores que dois retos?*

Entre os estudiosos de Euclides — que estudaram a questdo das paralelas —,
varios procuraram eliminar a dificuldade contida no quinto postulado, procedendo de
forma a: i) modificar a definicdo de retas paralelas; ii) procurar substituir o quinto
postulado; iii) tentar transformar o quinto postulado em teorema.

Esses procedimentos buscam modificar a definicdo numero 23, do livro I,

incluindo, por exemplo, o fato de as retas paralelas serem coplanares e equidistantes (i).

! Digitalizado por Anderson Afonso da Silva e Washington Marques, alunos do Programa de Pés-
Graduagdo em Educacdo Matematica da Universidade Estadual Paulista, campus de Rio Claro

2 Comunicagdo recebida para publicacéo em 1992.

* Departamento de Educag&o, Instituto de Biociéncias, UNESP, Campus de Rio Claro (SP).

*PROCLO, In VERA, F. Cientificos Gregos, pp. 1179, 2°v.
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Tentam substituir o quinto postulado por outro mais evidente e de mais facil aceitacéo
(ii). Por dltimo, procuram demonstra-lo a partir dos outros postulados ou proposic¢oes
(iii). Questionava-se o fato de o quinto postulado de Euclides apresentar-se como
verdade evidente — evidéncia de que, segundo Francisco Vera, provavelmente o
proprio Euclides duvidava. Era considerado verdade decorrente de outros axiomas ou
postulados, exigindo, portanto, demonstracao.

Durante vérios seculos, matematicos tentam demonstra-lo, isto é, transforma-lo
em decorrente das premissas anteriores, gastando, segundo Francisco Vera, montanhas
de papel e mares de tinta. Vamos fazer um breve histérico do esforgo que representou
para a humanidade a conquista das Geometrias nao-Euclidianas.

O primeiro matematico a nos fornecer dados sobre as tentativas iniciais feitas
com o propésito de eliminar a dificuldade relacionada ao quinto postulado é Proclo de
Licia (412—485), no texto intitulado O Postulado das Paralelas. Segundo Proclo, o
primeiro a tentar enfrentar essa dificuldade é Possidénio (século 1), que define retas
paralelas como equidistantes no plano. Mas, no pressuposto de que existam retas
coplanares e equidistantes, esconde-se a hipotese de que o lugar geométrico dos pontos
eqlidistantes a uma reta é, obviamente, uma outra reta — se conjugarmos a defini¢do 23
com a no¢ao comum 9 e a proposicdo 33, verificaremos que 0 pressuposto de retas
coplanares e equidistantes ja existe em Euclides — o que, objetivamente, equivale ao
quinto postulado.

De acordo com Proclo, o segundo matematico a tentar superar a dificuldade é
Claudio Ptolomeu (127—151), que acredita haver demonstrado o quinto postulado na
obra Sobre o encontro das retas prolongadas a partir dos angulos menores que dois
retos. Lanca méao de varias demonstrac6es de Euclides, procurando demonstrar o quinto
postulado como um lema. Parte da demonstracdo de que, se uma transversal forma com
duas retas angulos internos iguais a dois retos, essas duas retas sao paralelas, isto é, ndo
se encontram. Mais adiante, propde que a reciproca dessa afirmacdo também é
verdadeira. A proposicdo de Ptolomeu baseia-se no fato de que

(...) quando uma reta que incide sobre outras duas e forma angulos internos do mesmo
lado, menores que dois retos, as duas retas nao sé ndo sao assintoticas (...) como 0 seu
encontro se verifica do lado em que os &ngulos séo menores e ndo maiores que dois
retos.

Proclo adverte contra o raciocinio empregado por Ptolomeu porque acredita que

0 raciocinio deste, ao dizer que uma reta, ao incidir sobre outras duas, forma de um
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lado Angulos menores ou maiores que a soma de dois reto® n&o é um raciocinio correto
de reducéo ao absurdo (um absurdo, por exemplo, seria resultar igual a quatro retos).

O proprio Proclo se inscreve na lista dos que questionam o quinto postulado da
Geometria Euclidiana. Recusa-se a admiti-lo como postulado, uma vez que sua inversa,
a proposicdo 17 — a soma das medidas de dois angulos de um tridngulo é menor que
dois retos — é um teorema demonstrado por Euclides, ndo lhe parecendo possivel que
uma proposicdo, cuja inversa é demonstravel, também ndo o seja. Proclo alerta também
contra os abusivos apelos as evidéncias (intui¢cbes "a priori") e insiste sobre a possivel
existéncia de retas assintéticas. Procura demonstrar o quinto postulado, apoiando-se na
seguinte proposicao:

(...) a distancia entre dois pontos situados sobre duas retas concorrentes pode tomar-se
tdo grande quanto quisermos, se prolongarmos convenientemente as retas °.

Essa proposicdo é apoiada na proposi¢do aristotélica do infinito enquanto
poténcia. Proclo considera-a evidente, mas ela ¢ demonstrada por Girolamo Saccheri
(1667—1773).

Outro matematico, Nassir-Eddin (1201—1274), traz uma contribuic&o,
antepondo explicitamente ao teorema sobre a soma dos angulos internos de um
triangulo. Eis sua hip6tese fundamental:

Se uma reta U é perpendicular a uma reta W em a e se a reta V é obliqua a W em b,
entdo as perpendiculares tracadas de U sobre V sdo menores que ab do lado em que V
faz um angulo agudo com W e maiores do lado em que V faz um angulo obtuso com W’.

Apoia-se na idéia de que, se dois segmentos de reta ab e a'b’ sdo congruentes e
caem em uma mesma regido, isto €, em um mesmo semiplano, caso 0s segmentos sejam
perpendiculares a aa’ se obtém um retdngulo. Nassir-Eddin conclui entdo que a soma
dos angulos internos de um triangulo é 180°. Anteriormente a Nassir-Eddin, outros dois
matematicos islamicos, ibn al-Haithan (965—1039) — conhecido no Ocidente como
Alhazen — e Omar Khayyam (1050—1122), tratam do problema das paralelas.
Alhazen parte de um quadrilatero tri-retdngulo (conhecido como quadrilatero de
Lambert) e julga ter provado que o outro angulo é reto. Omar Khayyam parte de um
quadrilatero bi-retdngulo com dois lados congruentes, perpendiculares a base,
conhecido como quadrilatero de Saccheri. E complementa-o com a questdo de como

eram os angulos superiores, se retos, agudos ou obtusos. Exclui as possibilidades de os

® PROCLO, In VERA, F. Cientificos Gregos, pp. 1180, 2°v.
® Ibid. pp. 1180, 2°v.
"BOYER, C. B. Histéria da Matematica, pp. 176.
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angulos serem agudos ou obtusos, supostamente baseado em Aristételes, e conclui
optando pelos angulos retos. Essas trés tentativas sao, na verdade, ratificacbes da teoria
euclidiana.

No Ocidente, tanto as primeiras versdes dos Elementos, feitas nos séculos XII e
X111 a partir dos textos &rabes, como as feitas no século XV e inicio do seculo XVI a
partir de textos gregos, ndo contém de maneira geral, criticas ao quinto postulado. Com
a traducdo do texto de Proclo, a critica ao quinto postulado surge por volta de 1550. A
idéia central no Renascimento é o estudo do conceito de equidistancia. Entre os
matematicos mais destacados que estudam o quinto postulado no Renascimento,
surgem: Cristopher Clavius (1537—1612), Pietro Antonio Cataldi (1548—1626),
Giovanni Alfonso Borelli (1608—1679).

Mais um matematico se inscrevera na lista: é J.Wallis (1616—1703), que
abandona o conceito de equidistancia e parte para uma nova tentativa de demonstracéo
do quinto postulado, baseando-se neste conceito fundamental: Dada uma figura, existe
outra semelhante, de magnitude arbitraria®. Observemos que ele poderia mais
simplesmente ter admitido a existéncia de dois triangulos ndo congruentes, com angulos
respectivamente congruentes. Justifica sua proposta no fato de que Euclides postulou a
existéncia de um circulo e raios arbitrarios e, portanto, admitiu tacitamente o principio
de semelhanca para circulos. O principio de Wallis estende a semelhanca do circulo
fornecida por Euclides a todas as figuras geométricas. A evidéncia empirica parece dar
garantias a proposta de Wallis porém, falar na forma de uma figmo algo independente
de sua grandeza implica, exatamente, um outro postulado, ndo mais evidente que o das
paralelas e, talvez, mais complexo. A grande contribuicdo de J. Wallis é mostrar a
possibilidade de um sistema geométrico no qual o quinto postulado ndo seja valido, mas
0 sejam os demais postulados de Euclides; entdo, nesse sistema, ndo poderdo existir
figuras semelhantes ndo congruentes, ligando a grandeza da figura a de seus angulos.

Em uma leitura atenta dos trabalhos de Girolamo Saccheri (1667—1773), fica
evidenciada a impossibilidade da demonstracdo do quinto postulado, a partir dos
postulados anteriores. Saccheri adota as primeiras 28 proposi¢des do livro | de
Euclides, as quais independem do postulado quinto. Tendo assumido como hipétese
adicional a ndo validade desse, procura, entre as consequiéncias da nova hipotese,
alguma proposicdo que conduza a validade do postulado. Seu ponto de partida

¢ um quadrilatero plano bi-retangulo isosceles (fig.l). Saccheri demonstra que o0s

® Ibid. pp. 227 - 281.
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angulos D e C séo congruentes e distingue, entdo, trés casos:

Figura 1

N
A B

i) esses angulos sdo ambos retos (hipdtese do angulo reto);
ii) esses angulos sdo ambos agudos (hipo6tese do angulo agudo);
iii) esses angulos sdo ambos obtusos (hipdtese do angulo obtuso).

As hipoteses de Saccheri correspondente a trés sistemas geométricos distintos,
todos logicamente corretos: i) hipétese do angulo reto — Geometria Euclidiana; ii)
hipotese do angulo agudo — Geometria Hiperbdlica na qual ndo é verificado o
postulado quinto de Euclides. Dentro dessa hipotese, Saccheri estuda particularmente o
comportamento mutuo de duas retas coplanares. Estabelece, entdo, que ou elas se
encontram ou exibem comportamento assintotico; iii) hipotese do angulo obtuso -
verificada numa regido convenientemente limitada da esfera, sendo a reta substituida
pelo circulo méximo. Essa mesma hip6tese, se valida na regido completa, é, no entanto,
incompativel com o conjunto das demais premissas de Euclides; temos, entdo, a
Geometria Eliptica.

Saccheri mostra que cada uma das trés hipéteses formuladas se verifica num so
caso particular, serd valida em qualquer outro caso; e, em correspondéncia
respectivamente a cada uma das hipoteses, demonstra que a soma das medidas dos
angulos de um triangulo qualquer é igual, menor, ou maior que dois retos. Mas
Saccheri, acreditando, "a priori”, na verdade da Geometria Euclidiana, julga
erroneamente poder demonstrar que as duas hipéteses adicionais — a do angulo agudo e
a do angulo obtuso — séo absurdas.

No século XVIII, o ilustre matematico J.H.Lambert (1728—1777) toma como
ponto de partida um quadrangulo plano tri-retingulo, distinguindo as seguintes

hip6teses em relacdo ao quarto angulo:
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i) hiptese do angulo reto;
i) hipétese do angulo obtuso;
iii) hipétese do angulo agudo.

No caso da hipdtese do angulo reto, Lambert deduz facilmente o sistema
euclidiano. Na segunda hipotese, utiliza-se da figura acima, onde R e S sdo retas
perpendiculares a reta AB. A partir dos pontos £1 , £z ,... ,Ex de R, traca perpendiculares

areta S, encontrando, entdo, os segmentos 84 | £14; 8z Eady Demonstra

primeiramente que os segmentos entre R e S — (B4, 51, F28; | Bwdy)
decrescem a partir de  #B; em seguida, mostra que os decréscimos ocorrem

sucessivamente entre 0S segmentos. Encontra que:

EA. Bydy 5 (3R - Bidy) N

Pelo postulado de Euddxio-Arquimedes (postulado referente ao método da
exaustdo)®, para N suficientemente grande, o sequndo membro da desigualdade se torna
tdo grande quanto o queiramos; contraditoriamente, o primeiro membro da desigualdade
é sempre menor que B4, Por esse raciocinio, Lambert diz que a hip6tese e falsa.

A terceira hipdtese é construida a partir da mesma figura anterior, com a

diferenca de que os segmentos B4 , 514, Bx:  Hudy vio crescendo sucessivamente.
Isto faz com que Lambert ndo encontre contradicdes, como na segunda hipotese.
Continua as deducdes e, a partir da terceira hipotese, encontra que a soma dos angulos

internos de um tridngulo é menor que dois retos. Descobre que “deficiéncia de um

poligono "— a diferenca entre 2(n — 2).2 e a soma dos angulos do poligono — &

% O postulado de Eudéxio — Arquimedes é explicitado por Arquimedes no livro Sobre a Esfera e o
Cilindro, como o quinto principio (postulado): Dadas duas linhas, duas superficies ou dois sdlidos
desiguais, se 0 excesso de uma destas figuras sobre a outra é adicionado um certo ndmero de vezes, pode
superar uma ou outra das figuras que se comparam entre si. Em linguagem atual esse postulado € assim

enunciado pelo Prof. Benedito Castrucci: se o segmento #8 é menor que um segmento AL, existe um

multiplo de 2B, AB. N (N inteiro > 2) tal que N. #5 > AL: CASTRUCCI, B., LicBes de Geometria
Plana, pp. 59.
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proporcional a &rea desse poligono. Lambert avanca, entdo, consideravelmente em
relacdo aos estudos de Saccheri, observando, ainda, que a terceira hipltese &
incompativel com a existéncia de figuras semelhantes ndo congruentes — resultado
decorrente da relacdo entre a "deficiéncia do um poligono™ e sua area. Como esse
resultado contraria a intuicdo espacial, Lambert descarta a terceira hipétese.

O Jdltimo matematico a tentar a demonstragdo do quinto postulado foi
A.M.Legendre (1752—1833). Suas publicacdes alcangcam grande difusao e notoriedade,
gracas a forma elegante de seu estilo, mas seus métodos e seus resultados ndo assinalam
qualquer progresso em relacdo aos estudos anteriores. Os teoremas atribuidos a
Legendre sdo: i) a soma das medidas dos angulos de um triangulo é igual ou menor que
dois retos; ii) se essa soma valer dois retos, no caso de um triangulo particular, tera o
mesmo valor para qualquer outro triangulo.

E importante salientar que esses teoremas ja haviam sido enunciados um século
antes por Saccheri, mas, devido a pouca circulacdo de seu livro, "Euclides Liberto de
Toda Falha", ndo foram conhecidos.

Em meados do século XIX, Lobatchevisk (1793—1856), Gauss (1777—1855) e
Janos Bolyai (1802—1860) partem da negacéo do quinto postulado e, portanto, sendo o
postulado das paralelas substituido por outro convenientemente estabelecido. O objetivo
destes trabalhos nédo visava a encontrar as falhas ja apontadas na Geometria Euclidiana,
mas construir outras geometrias, ditas entdo Geometrias ndo-Euclidianas, que postulam
a existéncia, ndo de uma dUnica paralela, mas de pelo, menos duas paralelas
(Lobatchevisk) ou da Ciéncia Absoluta do Espago (Gauss-Bolyai). Isso gerou
resultados distintos a respeito da concepcao de espaco.

Com Riemann (1826—1866), a Geometria inclui as trés concepgdes, isto €, a
Euclidiana e as ndo-Euclidianas, havendo, portanto, um aprofundamento na esséncia do
conceito de espago. A Geometria de Riemann inclui a Geometria de Lobatchevisk —
curvatura negativa —; inclui a Geometria Euclidiana — curvatura nula — e sugere a
geometria com curvatura positiva — dita Riemanniana.

Sugerimos as pessoas interessadas em alguns relacionamentos simples das
Geometrias ndo-Euclidianas com a Geometria Euclidiana a leitura de: DAVIS, P.J. e
HERSH, R., A experiéncia Matematica, Rio de Janeiro: Francisco Alves Editora, 1985.
pp. 250—256, em especial o quadro da pp 255. Para as pessoas que desejam um maior
aprofundamento no assunto abordado — histdrico e desenvolvimento das Geometrias

ndo-Euclidianas — e, sobretudo, desejam um conhecimento mais profundo, do ponto de
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vista tedrico, sugerimos a leitura de BONOLA, R. Geometrias no Euclidianas, Buenos
Aires: Espasa Calpe-Argentina S. A., 1951.

Conclusoes

Durante séculos os questionamentos relativos ao quinto postulado e a fragilidade
da teoria euclidiana, no que tange a organizacdo logica, geraram uma serie de trabalhos
importantes e, sem sombra de duvida, fundamentais na construcdo das Geometrias ndo-
Euclidianas. Muitos desses trabalhos, a sua época, ou foram desconsiderados ou foram
considerados como absurdos diante da verdade, inconteste até entdo, da teoria
euclidiana. O estudo destes fatos mostra a importancia que a analise do caminho,
historicamente percorrido pelos pesquisadores, deve ter no contexto da Educacdo
Matematica — onde o educador deve ter presente que a Matematica ndo se constroi
somente com 0s acertos, ou seja, deve-se ter em mente que todos os esforcos realizados
para construir determinada teoria matematica merecem atengdo, tenham estes tido
sucesso ou ndo. Estudar as origens do conhecimento matematico atual, em muitos casos,
pode ser mais proveitoso que o0 ensino — aqui tomado como a simples aceitacdo e
transmissao das teorias matematicas aceitas hodiernamente — de conteidos prontos e
acabados. O exemplo, desta afirmacdo, pode ser a analise, aqui efetuada, no estudo do
quinto postulado, pois, atraves do rastro historico do surgimento das Geometrias nao-
Euclidianas verificamos que os trabalhos dos matematicos islamicos ou de Saccheri
apresentavam questionamentos fundamentais e necessarios para a discussao do conceito

de espaco, conforme o apresentado atualmente.
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