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As Operacoes com Fracoes e o Principio da
Contagem

Math Operations and the Principle of Counting

Prof. Dr. Renato Borges Guerra'
Prof. Dr. Francisco Hermes Santos da Silva®

Resumo

Este artigo tem como objetivo desenvolver uma proposta de ensino de operagdes entre
fracdes cuja relevancia esta no respeito a maturidade cognitiva dos alunos, bem como
subsidiar a pratica docente de professores ndo-especialistas do conhecimento
matematico, mas que ensinam Matematica nas séries iniciais. Para tanto, apoiados em
pressupostos da geometria grega, evocamos o principio da contagem para a iniciag@o
dos aprendizes sobre as operacdes com fracdes, admitindo que este conceito se constitua
um dos conhecimentos prévios de exceléncia que deve estar presente na estrutura
cognitiva dos alunos das séries iniciais, comportando sua utiliza¢ao para a aprendizagem
de numero e das operagdes com fragdes.

Palavras-chave: Principio da contagem. Operagdes com Fragdes. Area de Retangulo.

Abstract

This article aims at developing an education proposal to teach fraction which
has its relevance with respect to learners” cognitive maturity. The work also aids teachers
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who are non-experts in Mathematics, but teach beginners. We base our efforts on Greek
geometry, evoking the concept of counting to initiate beginners in operations with
fractions. We consider the counting concept as primary knowledge in learners” cognitive
structure as far as number learning and calculation with fractions are concerned.

Key-words: Counting Principle. Operations with Fractions. Rectangle Area.
Introducio

O estudo das operagdes com fragdes no ensino basico, em geral,
tem-se apoiado em pressupostos tedricos algébricos refinados, como os
conceitos de relacdo de equivaléncia e conseqiientes classes de equivaléncias
(Nunes, 2003; Nunes e Bryant, 1997), em que ndo se opera com as fragoes
e, sim, com as classes a que elas pertencem. Isso ¢ ofuscado limitando tais
pressupostos ao conceito de fragdes equivalentes e esse ultimo a idéia
minimalista de que fragdes equivalentes sdo iguais. Isso, embora possa
promover a obtengao dos algoritmos de operagdes entre fragdes, ndo atribui
significados a esses algoritmos que acabam se tornando, ndo raro,
incompreensiveis para os alunos do Ensino Fundamental das séries iniciais e
para aqueles ndo-especialistas em Matematica, mas que atuam no ensino de
tal tema.

O interesse sobre o tema ¢ revelado, por exemplo, na extensa
referéncia constante do trabalho desenvolvido por Fandifio Pinilla (2007),
que trata das pesquisas desenvolvidas sobre fragdes nas décadas de 1970 a
2000 e pertinentes com o objetivo deste trabalho no contexto da Educagao
Matematica no sentido de que “os conceitos fundamentais devem repetir-se a
partir de diferentes enfoques, indicando o caminho para suas possiveis
extensoes e aplicagdes que o aluno terd que buscar no futuro por conta propria,
quando necessitar.” (SANTALO, 2001, p.16).

Tendo tido conhecimento da literatura citada acima e apoiados no
principio da contagem que aliado ao estudo de Lima (1991) sobre medidas
de areas e nimeros em que, de modo subjacente, sao relacionadas aos nimeros
reais, propomos neste artigo uma abordagem do ensino de fragdes. Arelagao
entre numero e area nos conduz a pensar que se pode operar com as fragoes
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do mesmo modo que se manipulam com as areas, “buscando reconstruir el
concepto de niimero a partir del establecimiento de um isomorfismo operatorio
entre nimeros y cantidades, aceptando que se puede operar com los nimeros
del mismo modo que se manipularian las cantidades em general” (BERGE;
SESSA, 2003, p. 173).

Os pressupostos supracitados permitem significar as técnicas
operatorias para fragdes, todas como processos de contagem, estrutura ja
presente no sistema cognitivo da maioria das criangas desde a primeira série,
além de ser util para justificar algoritmos operatdrios existentes nos livros como
mostraremos a seguir.

A nosso ver, a relevancia desta proposta ¢ respeitar a maturidade
cognitiva dos alunos, como também subsidiar a pratica docente de professores
nao-especialistas do conhecimento matematico, mas que ensinam Matematica
nas séries iniciais.

O Principio da Contagem e o conceito de nimero

Segundo os estudiosos da historia do conceito de nimero, o homem
primitivo sentiu a necessidade de relacionar quantidades para resolver
problemas de ordem pratica e utilitaria. Um desses estudiosos, Georges Ifrah
(1989, p. 25) lista algumas possibilidades como:

aqueles que guardavam rebanhos de carneiros ou de cabras,
por exemplo, precisavam ter certeza de que, ao voltar do
pasto, todos os animais tinham entrado no curral. Os que
estocavam ferramentas ou armas, ou que armazenavam
reservas alimentares para atender a uma vida comunitaria,
deviam estar aptos a verificar se a disposi¢do dos viveres,
armas ou instrumentos era idéntica a que eles haviam
deixado anteriormente. Aqueles, afinal, que mantinham
relagdes de inimizade com grupos vizinhos necessitavam
saber, ao final de cada expedigdo militar, se o efetivo de

seus soldados estava completo ou ndo.

Tais necessidades contribuiram sobremaneira para o aparecimento
do primeiro procedimento aritmético conhecido, hoje, como correspondéncia
um aum “que confere, mesmo aos espiritos mais desprovidos, a possibilidade
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de comparar com facilidade duas colegdes de seres ou de objetos, da mesma
natureza ou ndo, sem ter de recorrer a contagem abstrata” (idem p. 25).
Mas as necessidades se multiplicam quanto mais complexa ficaa
sociedade e, segundo este principio, a humanidade desenvolveu o conceito
de contagem com base no pressuposto da correspondéncia um a um, que
exige o conceito de nimero. Sendo assim,
“contar” os objetos de uma colegdo ¢ destinar a cada um
deles um simbolo (uma palavra, um gesto ou um sinal grafico,
por exemplo) correspondente a um numero tirado da
“seqiiéncia natural dos numeros inteiros”, come¢ando pela
unidade e procedendo pela ordem até encerrar os elementos.
Nesta coleg@o assim transformada em seqiiéncia, cada um
dos simbolos sera, conseqiientemente, o nimero de ordem

do elemento ao qual foi atribuido. E o ‘niimero de
integrantes deste conjunto’ serd o numero de ordem do

ultimo de seus elementos (IFRAH, 1989, p. 44).

Dessa forma, a contagem abstrata como concebemos hoje € impossivel
sem a compreensao do conceito de nimero, pois “o niimero de elementos de
uma colegao ¢ inteiramente dependente da ordem de “numeracao” de seus
elementos” (idem, p. 45).

Continua o autor, afirmando que:
Sao necessarias trés condi¢des psicoldgicas para que um
homem saiba contar e conceber os niimeros no sentido em
que os entendemos: ele deve ser capaz de atribuir um ‘lugar’
a cada ser que passar diante dele; ele deve ser capaz de
intervir para introduzir na unidade que passa a lembranca
de todas as que precederam; ele deve saber conceber esta

sucessao simultaneamente (idem, p. 45)

Concebe-se, portanto a geracao dos niimeros inteiros por um principio
l6gico denominado de recorréncia que associa cada nimero ao seu anterior
acrescido de uma unidade o que permitiu ao filosofo Schopenhauer, segundo
Ifrah (1989) estabelecer um “postulado” da existéncia do niimero nos seguintes
termos: “Todo niimero inteiro natural pressupde os precedentes como causa
de sua existéncia”, o que leva a conclusao inevitavel de Ifrah de que:
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nosso espirito s6 ¢ capaz de conceber um nimero sob o
angulo da abstracdo se ja tiver assimilado os numeros
precedentes; sem esta capacidade intelectual, os nlimeros
voltam a ser no¢des globais bastante confusas no espirito

do homem” (IFRAH, 1989, p. 47)

Além disso, se considerarmos que “... a raiz de toda quantifica¢do
e de todo pensamento numérico e operativo se relaciona com a constru¢ao
mediante repeti¢do de unidades discretas e sua unido” (LINS; GIMENEZ,
1997, p.67), e ainda que “na construgdo e na andlise semdntica de fragoes
aparece claramente a idéia de unidade” (Idem), parece, entdao, natural
pensarmos as fragdes a partir dos inteiros que aqui se pde de forma evidente
e, conseqiientemente, nos leva a proposta do ensino de operagdes com fragoes
por meio do conceito de contagem como mostramos a seguir.

A Area do Retingulo, o Principio da Contagem e as Operacdes com
Fracoes.

Como relacionamos o principio da contagem, a area do retangulo e
as operagdes com as fragdes? Para responder a esta pergunta, evocamos a
idéia de area de um retangulo como o produto de dois segmentos, ou seja, “el
rectangulo comprendido por los dos segmentos” feita por Euclides a partir do
livro I, segundo Bergé e Sessa (2003, p. 173), e o célculo de sua &rea na
forma posta por Lima (1991) que passamos a descrever.

Quando tomamos um quadrado de lado 1, dito quadrado unitario,
como medida unitaria de area e dividimos esse quadrado em n partes iguais,
cada uma dessas partes terd 1/n da unidade de area. Desse modo, por
exemplo, quando dividimos o quadrado unitario em 3 partes iguais, cada parte
mede um ter¢o de unidade de area como € representado esquematicamente

pelos retangulos de dimensdes 1 e 1 .
3

Fig. 1
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1
Podemos interpretar que um retangulo de lados iguaisa l e - ,tem

€ 1Ss0 nos permite observar que 5 estad contido 3

areaigualal x 3

W | =

1
3
vezes na unidade e escrever 1+ E =3 Ainda de acordo com 0s nossos

1

pressupostos, se considerarmos a area 3 como uma “nova unidade”,

1
podemos dizer que a nova medida da area do quadrado unitério é 3 (3 )

Se dividirmos um dos lados de um quadrado unitario em 3 partes
iguais e o lado adjacente em 4 partes iguais, obteremos 12 retangulos de area

1

13 »como mostra a figura seguir:

Fig.2

Assim, se tomarmos na figura o retangulo com lados adjacentes

2 3
representados por 3 e 1 identificamos uma area contendo exatamente 6

retangulos de area TR Fica evidente o processo de contagem na

2.3
representagdo das fracdes e no calculo da area 3 X 1 representada por 2

colunas de 3 unidades de o Mais ainda, quando da andlise da figura nos
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23 _ (s L)2x3
permite depreender que EXZ - ( X 1217 3%4° pois o total 12 de

unidades de I ¢ determinado pelos nimeros 3 e 4 que dividiram os lados

adjacentes do quadrado unitario.

2
Agora, consideremos as fragdes 3 e 3 representadas a partir do

quadrado unitario como segue:

Fig.3

1
As duas primeiras colunas representam a fracdo % = 2(5) e,

. 1
portanto, a divisao de 3 + 3" 2 que ¢ o numero de vezes que a unidade
14 . 2
5 estd contida exatamente em g

. .. 1
Consideremos agora a divisdo Z - g € tomemos as representagoes

dessas fragcdes nos quadrados unitérios a seguir:

W | —

NG )

Fig. 4a Fig. 4b
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Observamos nas figuras que a unidade 3 ndo cabe exatamente um

numero inteiro de vezes em 1 entdo se torna necessario dividir a unidade

em unidades menores de modo que estas caibam exatamente um nimero

inteiro de vezes em . Para isso, basta observarmos na figura que a unidade

4
1 1 I (1)1
g contém exatamente 4 unidades de 1 -ou seja, E— Z 5 .Como
1 .
I cabe exatamente 6 vezes em FRE medida da area 4 em relacdo a
1 1)1 2
unidade de area g €6 4 |3 pou seja -, contém exatamente 6 vezes a
. 1 2 1 (1
quarta parte da unidade 3¢ podemos escrever que 473 2

Destacamos aqui a “nova unidade” que ¢ comum e pode ser
considerada a partir da unidade referencial utilizada inicialmente nos levando
a buscar mais uma motiva¢ao na matematica grega que, embora ndo medisse
magnitudes, por nao fixar uma unidade, as comparava. No livro X, teorema
5, Euclides explicita que se dois segmentos sdo comensuraveis, ou seja, tém
uma medida comum, a razao entre eles € igual a razao que guardam entre si
dois nimeros. Aqui, similarmente, admitir ter uma medida comum para duas
areas A e B, segundo Bergé e Sessa (2003, p. 168), ¢ dizer que se nenhum
multiplo inteiro de A cabe exatamente em B, € possivel dividir a area Aem n
partes iguais de modo tal que a area A/n caiba exatamente m vezes na drea B
e, neste caso, a medida de B em relagao a A € m(A/n), ou que B/A=m/n. Isso
evidencia a medida por meio de processo de contagem de unidades comuns
de retdngulos que representam as fracdes.

Reivindicamos esse modo de comparar para medir por meio de uma
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unidade a ser definida de acordo com a conveniéncia de quem mede ou do
que ¢ medido, de forma a sistematiza-la como ja acontece em nosso cotidiano,
ou seja, a escolha da unidade define a medida. No cotidiano escolhemos
essas unidades de forma tao natural que nao nos damos conta dessa escolha.
Por exemplo, quando alguém diz que a distancia entre duas cidades mede
120 quilometros, adotou como unidade o quilémetro, mas, no entanto, para
medir a largura de uma porta, usa naturalmente o centimetro afirmando que
uma porta padrao tem 80 cm de largura. Fazemos as escolhas das unidades
que nos sao mais convenientes e, nao raro, nao nos damos conta de que uma
mesma grandeza pode apresentar medidas numericamente diferentes tomando
como referenciais comparativos diferentes unidades.

Isso permite assumir o principio da contagem no estudo das operagdes
com fra¢des por meio da hipdtese da existéncia de uma unidade comum,
evidenciada pela representacao de fracdes em retdngulos, e, igualmente

m
importante, que a fragdo Pt razao ou quociente entre dois inteiros, pode

ser, entdo, interpretado como m unidades de — . Passemos agora a nossa
n

proposta.

Operacoes com fragoes

a_c
Amultiplicacdo —X— geometricamente foi evidenciada nos exemplos

b d
. ) . , . a c
acima como a area de um retangulo, ou seja, o produto das fragdes 5 ¢ Fl
r /4 A . ~ a C /4
¢ representado pela area do retangulo de dimensdes b ¢ 7€ este contera

unidades de area resultantes da divisdo dos lados adjacentes do

bxd

quadrado unitario em b e d partes iguais, respectivamente. [sso nos permite
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a c_a><c

escrever o produto b X 4 bxd

Como mostramos nos exemplos anteriores, representando as fragdes

por retangulos, podemos interpretar a divisao de fragdes como a medida de

um retangulo tomando o outro retingulo como unidade de referéncia, ou seja,

a

c
o quociente da divisao entre as fragdes 5 + 7 ¢ tomado como a medida

c
da area 5 por meio da unidade de area 7 Assim, do ponto de vista

1
algoritmico, se as fracdes estdo escritas em relagdao a unidade comum ; ,0

resultado surge da divisdo dos numeradores, como justificado a seguir:
a c_ U [L)_om=n_m=n_m
b d p p p+p 1 n

Todos os casos, multiplicacao ou divisdao, podem ser interpretados

pela manipulagdo das figuras como um processo de contagem. Essa mesma
manipula¢do ¢ naturalmente observada nas operagoes de adi¢ao e subtracao,
ou seja, a adi¢do e a subtragdo sdo realizadas geometricamente, adicionando
ou subtraindo unidades comuns de éarea.

Assim, por exemplo, se queremos efetuar a adi¢ao entre as fragdes

3 e 1 entdo precisamos encontrar uma unidade comum entre elas e entao

conta-las. Para isso basta proceder do mesmo modo que no exemplo anterior,
COmO Mostramos a seguir:

g:8 L e E=9 1 portanto %+§:8 L +9 L =17 1\
3 12 4 12 3 4 12 12 12 ) 12
E para subtrair:

4 3 12 12 12 ) 12
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A caracterizagdo das operagdes com fragdes como um processo de
contagem, estrutura j4 estabelecida no sistema cognitivo da maioria dos alunos,
estabelece uma relagdo com os inteiros no sentido em que operar com elas é
similar a operar com os inteiros.

Os algoritmos da divisao, da adicio e da subtracao de fracdes

Os procedimentos adotados acima nas operagdes com fragdes
admitem a existéncia de uma unidade comum. Mais precisamente, assumindo

que duas fragdes podem ser vistas como representagdes de areas, as areas
C

a
representadas pelas fragdes 5 c 7 tém sempre uma area comum

1
representada pela fracao ; , que esta contida exatamente um niimero inteiro

m de vezes na primeira e exatamente um niimero inteiro z de vezes na segunda,
como observado nos exemplos aqui tratados. De fato, se considerarmos que
uma fracgdo ¢ a razao de dois inteiros, numerador e denominador, pode-se
afirmar que uma unidade comum sempre existe, pois ela € definida a partir das
unidades explicitadas pelos denominadores das fragdes. Assim, se tomarmos

a 1 c 1
as fragoes b =a b ¢ P =c 4 | »entdo existe a unidade

bxd que esta

a C

um numero inteiro m de vezes em Z € um numero inteiro n de vezes em 7

pois tomando os inteiros e, temos que:

1 m axd a 1 n cXb

m c n £
bxd bxd bxd b bxd bxd dxb d

De modo mais geral, se p ¢ multiplocomum de b e d, existem inteiros

1
restaisque p=rXxbep =sXd, e entdo ; ¢ uma unidade comum para
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a

c
oes 7 € — m’'=rXaen' =sXc :
as fracoes b © > bois tomando os inteiros Xae X ¢, temos

a rxa 1 1 c sXc 1 1
—= =rxa|l— |[=m|—|e —=| — |=sXc =n|—
b rxb (rxb) [p] d (SXd) (sxd) [p)

Isso nos permite justificar o algoritmo para a divisao de fragdes usada
nos livros didaticos, observando que, pelos procedimentos aqui adotados, a
divisdo entre as fragdes pode ser expressa por:

a c 1 1 m+n m a m c
— == Fml— [+n| — |= =— = |=|=|— X|—=
b d p p) p+p n b n d
E dai, depreendermos que:
a d m c d m a c
—KXl=1=l— K=K = I=|— =] = || =
b c n d c n b d
Ou seja, para efetuarmos a divisdo entre duas fragdes, efetuamos o
produto da primeira pelo inverso da segunda. Isso € um algoritmo pratico
visto que evita a determinagao de uma unidade comum entre elas.

No entanto, nas operacdes de adi¢ao e subtragdo ndo € possivel o
calculo sem que esteja na mesma unidade, ou seja, precisamos encontrar a

unidade comum ; entre as fragdes de modo que possamos conta-las. Assim,

tomando os inteiros m’'=rXaen’=s X ¢, temos:

a rXa 1 1 c sXc 1 1
—= =rxa|l— |[=m|—]e —= =sXc =n|—
b rxb (rxb) [p) d (SXd) (SXd) (p)

E, portanto:

V+ 1
i£=m’ l +n' l =(m'in') l _m=n
d p P p p

ISTREN
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Ouainda
L} L} '+ Al
a,c_m n'_mEn
b d p p p

E assim estabelecemos que, na adi¢do (subtra¢ao) de fragdes com
mesmo denominador, conservamos os denominadores e adicionamos
(subtraimos) os numeradores. Em particular, podemos tomar o novo
denominador , ou seja, 0 menor multiplo comum de b e d, que define a nova
unidade usualmente utilizada.

Consideracoes finais

Os procedimentos acima mostrados buscam construir uma
compreensao das operagdes com fragdes pela manipulacdo de areas de forma
arelaciond-las a uma “concretude geométrica” que julgamos desejaveis,
considerando os aspectos historico-conceituais que subsidiam a construgao
dos conhecimentos escolares sobre esse tema. O principio da contagem
evidenciado pela contagem de uma unidade mostra a estreita relacao operatoria
entre fragdes e nimeros inteiros provendo de significados as técnicas
algoritmicas adotadas nos fazeres escolares. Essas técnicas algoritmicas sao
praticas e estabelecem modos de se operar com fragdes que, posteriormente,
sdo sistematizados em fazeres escolares como o das regras operatorias para
expressoes algébricas, ditas racionais, € nao apresentando, talvez por isso,
uma conexao com os nimeros inteiros e, conseqiientemente, com o principio
de contagem.

Parece que os procedimentos se mostram inadequados para operar
com mais de duas fragdes, embora possam ser empregados em operagdes
com um numero qualquer de fragdes, mas constituem os primeiros passos
que julgamos necessarios para a valorizagao das técnicas empregadas nos
livros didaticos como o uso do m.m.c. para adicionar ou subtrair fragdes.

Ao mesmo tempo julgamos que as técnicas adotadas nesse texto
constituem um fazer matematico de evocagao epistemologico-conceitual que
podem subsidiar outros fazeres docentes diretamente relacionados como, por
exemplo, o de medida de areas de figuras planas; construcao de nimeros
com virgula em diferentes sistemas de base de numeragao; a relagao entre
fragoes e areas de retangulos que induz a constru¢do de uma relacdo de
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equivaléncia usada amiude em textos da matematica superior para o estudo
da construcao dos racionais; além de proporcionar, de modo direto, a
construgdo do conceito de grandezas comensuraveis; ou ainda, suscitar
questdes das relagdes entre esse conceito e do conceito de enumeravel na
construcao dos niumeros reais, entre outras.

Julgamos ter evidenciado nesta proposta que o conceito de contagem,
proprio dos nimeros inteiros, pode ser estendido ao estudo das operagdes
com fragdes e constituir uma alternativa para justificar os algoritmos operatorios
entre fragdes, além de poder subsidiar um fazer docente com o proposito de
promover a compreensao do sujeito que se inicia no processo de aprendizagem
de tais operagdes.
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